


右の斜線部 となる

( ただし境界上 、( 《 . Y ) = ( 0
o) )以外 を全て入む\ 石



( 7 ) Tanxtzπ<xx芝 )の逆関数をTaslbx と 表記する。

g( aib ) : =f +tdt について 、t =Tan θ-CO乏)とおきなおすと 、

a

gcaib) = fdθ= tan-'b - tan'd
hiaib] : = faitt dt について、

hiaib 」 = 上 ff ( (dt =I . fby (t"=
I
[ by(tb)-bgilray}
a

以上を踏まえ ,f ( 水= f 。 t +f !⑪dt
= xS

.

“ ttht. - f .tt dt+f,.tte dt- xf! itt
= x . g o , x) - h(ox )thlx./ )- x . g(x . 1 ) で

= x . taun ' x -IbgeltxytIby2-lby(4x)- ④xtx、 tanx

fix) = 2 tanlxt14xx) ー 1tx
22x - 4π=2tan'x 一で

x=tanα と 置くと fEtan α)= 2α -πだから α=π とすればf氏ana) = 0 となる
。
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(2) tanπ= tとおくと ,加法定理より = 1 ⇒t= -は
Σ ここで

t= tauπ
,
□ であるので, tan =Ʃ - 111



(3)fの x≤≡ 1における増減表は以下の 通りり

O
… tan い
ー 0 十

↓ M

従って 、最小値は

fitan π)= 2 . 8

π
tanπ - lbyelttan ' )- .ta+ Iloy2

= 1 lg2 - log(4-2Ʃ)

= log(Ʃ+7 ) - log2

最大値は max fol )、 -9) }であり

f( o) = f
.

'

ttc = h (ol ) = 上 log2

f( y ) = f
.

'皆 dt = g (o , 1 ) - h ( o , l ) = # - Iby2 で

fu ) - fio1 = 4
π
- lg2 > 降 - 0. 7 > O ( ∵π×3 かy2xo.7 ) であるから

max {fco) , f( )} = fe9 )=π - 上 log2

∵ 最大値4 # - 上 log2 最小値g (ほ +1)-bg2L
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第 3問
座標平面上を次の規則 (i)，(ii)に従って 1秒ごとに動く点 Pを考える。
(i) 最初に，Pは点 (2, 1)にいる。
(ii) ある時刻で Pが点 (a, b)にいるとき，その 1秒後には点 Pは

• 確率 1

3
で x軸に関して (a, b)と対称な点

• 確率 1

3
で y 軸に関して (a, b)と対称な点

• 確率 1

3
で直線 y = xに関して (a, b)と対称な点

• 確率 1

3
で直線 y = �xに関して (a, b)と対称な点

にいる。
以下の問いに答えよ。ただし，(1)については，結論のみを書けばよい。

(1) Pがとりうる点の座標を全て求めよ。
(2, 1), (1, 2), (�1, 2), (�2, 1), (�2,�1), (�1,�2), (1,�2), (2,�1)

(2) nを正の整数とする。最初から n秒後に Pが (2, 1)にいる確率と，最初から n秒後に Pが (�2,�1)に
いる確率は等しいことを示せ。
A(2, 1), B(1, 2), C(�1, 2), D(�2, 1), E(�2,�1), F(�1,�2), G(1,�2), H(2,�1)とする. n秒後に P
が A, B, C, D, E, F, G, Hにいる確率をそれぞれ an, bn, cn, dn, en, fn, gn, hn とする.
n = 1のとき an = en, bn = fn, cn = gn, dn = hn であることを示す. m = 0に対して,

am+1 =
1

6
bm +

1

3
dm +

1

6
fm +

1

3
hm

em+1 =
1

6
bm +

1

3
dm +

1

6
fm +

1

3
hm

であるため, n = 1に対して an = en である. 他の 3式も同様に示すことができる.
(3) nを正の整数とする。最初から n秒後に Pが (2, 1)にいる確率を求めよ。

an を求めればよい. (2)の結果を用いると,

bn+1 =
1

6
an +

1

3
cn +

1

6
en +

1

3
gn =

1

3
an +

2

3
cn

dn+1 =
1

3
an +

1

6
cn +

1

3
en +

1

6
gn =

2

3
an +

1

3
cn

an+2 =
1

6
bn+1 +

1

3
dn+1 +

1

6
fn+1 +

1

3
hn+1 =

1

3
bn+1 +

2

3
dn+1 =

5

9
an +

4

9
cn

cn+2 =
1

3
bn+1 +

1

6
dn+1 +

1

3
fn+1 +

1

6
hn+1 =

2

3
bn+1 +

1

3
dn+1 =

4

9
an +

5

9
cn

が成り立つ.
ここで, a1 = c1 = 0より, 任意の奇数 nに対して an = cn = 0であり, a2 = 5

18 , c2 = 2
9 より, 正の偶

数 nに対して an =
1 + 3�n

4
, cn =

1� 3�n

4
である.

よって, 求める確率は
8
><

>:

1 + 3�n

4
nが偶数,

0 nが奇数.
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第 4問
f(x) = �

p
2

4
x2 + 4

p
2とおく。0 < t < 4を満たす実数 tに対し，座標平面上の点 (t, f(t))を通り，この

点において放物線 y = f(x)と共通の接線を持ち，x軸上に中心を持つ円を Ct とする。
(1) 円 Ct の中心の座標を (c(t), 0), 半径を r(t)とおく。c(t)と {r(t)}2 を tの整式で表せ。
円の中心は (t, f(t)) における放物線の法線上にある. この点における接線の傾きが � tp

2
であること

から,
c(t) = t� tp

2
f(t) =

1

4
t3 � 3t

である. また,

r(t)2 = (t� c(t))2 + f(t)2 =

✓
1 +

t2

2

◆
f(t)2 =

1

16
t6 � 15

8
t4 + 12t2 + 32

である.
(2) 実数 aは 0 < a < f(3)を満たすとする。円 Ct が点 (3, a)を通るような実数 tは 0 < t < 4の範囲にい
くつあるか。
f(3) = 7

2
p
2
である. まず,

円 Ct が (3, a)を通る () (3� c(t))2 + a2 = r(t)2 () a2 = �3

8
t4 +

3

2
t3 + 3t2 � 18t+ 23

である. g(t) = � 3
8 t

4+ 3
2 t

3+3t2� 18t+23とおくと, d
dtg(t) = � 3

2 t
3+ 9

2 t
2+6t� 18 = � 3

2 (t� 3)(t�
2)(t+2)である. これより, g(t)は g(0) = 23, 0 < t < 2で単調減少, t = 2で極小値 5, 2 < t < 3で単
調増加, t = 3で極大値 49

8 = f(3)2, 3 < t < 4で単調減少, g(4) = 0となる.
これより, a2 = � 3

8 t
4 + 3

2 t
3 +3t2 � 18t+23の 0 < t < 4をみたす解の個数はp

5 < a < f(3)で 3個,
a =

p
5で 2個, 0 < a <

p
5で 1個となる.

1






