


2024年　東北大学　理系　第一問
aを正の実数とし、f(x) = x2 − 2ax+ 4a2とする。Oを原点とする xy平面上の放物線C : y = f(x)の頂点をAとする。直線OAとCの交点のうちAとする。直線
OAとCの交点のうちAと異なるものを P(p, f(p))とし、OからCへの引いた接線の接点をQ(q, f(q))とする。ただし、q > 0とする。
(1) p, qの値を aを用いて表せ。また、p > qであることを示せ。
(2) 放物線Cの q ! x ! pの部分、線分OP、及び線分OQで囲まれた図形の面積を Sとおく。Sを aを用いて表せ。
(3) (2)の Sに対し、S =

2

3
となるときの aの値を求めよ。

解答
(1) まず pを aで表す。任意の xに対し

f(x) = (x− a)2 + 3a2

なので、放物線Cの頂点Aの座標は
A(a, 3a2)

である。よって、直線OAの方程式は
y = 3ax

である。したがって、pは
p2 − 2ap+ 4a2 = 3apかつ p ̸= a

の解である。これを解くと
p = 4a.

次に qを aで表す。曲線Cの点Qにおける接線の方程式は
y = f ′(q)(x− q) + f(q)

である。ここで、任意の xに対し
f ′(x) = 2x− 2a
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であるからこの接線の方程式は
y = (2q − 2a)(x− q) + q2 − 2aq + 4a2

である。これが原点を通るから
0 = (2q − 2a)(0− q) + q2 − 2aq + 4a2

である。これを解くと
q = 2a.

(2) 曲線Cは軸が直線 x = aで頂点がA(a, 3a2)の放物線である。下図の色付き部分の領域の面積が求める Sである。ここで、直線 PQの方程式を y = l(x)とおくと
l(x)− f(x) = −(x− 2a)(x− 4a).

よって、求める面積 Sは
S =

1

2
|4a · 4a2 − 12a2 · 2a|+

∫ 4a

2a

(l(x)− f(x))dx

= 4a3 −
∫ 4a

2a

(x− 2a)(x− 4a)dx

= 4a3 − 1 ·
(
−1

6

)
(4a− 2a)3

=
16

3
a3.
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(3)

S =
2

3

となるのは
16

3
a3 =

2

3
,

すなわち
a =

1

2
.
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第 2問
以下の問いに答えよ。
(1) tを t > 1を満たす実数とする。正の実数 xが 2つの条件

(a) x >
1p
t� 1

(b) x = 2 logt x

をともに満たすとする。このとき，不等式 x+ 1 > 2 logt(x+ 1)を示せ。
解答.

1 > 2 logt(x+ 1)� 2 logt x = 2 logt

✓
1 +

1

x

◆

を示せば十分である. t > 1より
1 > 2 logt

✓
1 +

1

x

◆

()
p
t > 1 +

1

x

() 1p
t� 1

< x

であるため示された.

(2) n 5 2 log2 nを満たす正の整数 nをすべて求めよ。
解答. n = 1のとき, 1 > 2 log2 1 = 0であり条件をみたさない.
n = 2のとき, 2 = 2 log2 2であり条件をみたす.
n = 3のとき, 3 = log2 8, 2 log2 3 = log2 9なので条件をみたす.
n = 4のとき, 4 = log2 4であり条件をみたす.
n = 5のとき n > 2 log2 nであることを帰納法で示す.
4 >

p
2+1 = 1p

2�1
であることを用いる. ここで, 4 = 2 log2 4であるため, (1)の結果から 5 > 2 log2 5

である.
n = 5に対して n > 2 log2 nが成り立つならば, n > 4 > 1p

2�1
と (1)より n+ 1 > 2 log2(n+ 1)が成

り立つ.
したがって, 任意の n = 5で n > 2 log2(n+ 1)が成り立つ.
以上より, 求める nは n = 2, 3, 4である.
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( 7 ) 可である文字列 の右端 の2文字 として 有 り 得るのは
AA ,

BA .
AB であり 、

これらとなる確率はそれぞれPn . qu 、rnである
特に 2文字だけの場合を考えると 、

AA …('BA… ( B). (5) .AB…( )(B ).BB… (であるから

P2 =4 , q== ir . = iu である。

また遷移を考えることで 、 不可 にならないことに注意すれば、

AA ⑤ AA

{
Pnt, = ③ fn

BA >
BA qut= Brn

AB ⑤ A B rot1 = Bpnt B qn
11

n文字の可な (nt 1 )文字の可な
文字列 の後ろ2文字 文字列 の後ろ2文字

(2) P++ 2f ++ 2ht=③ ( Pt2qut2rh)であるから、

Pn +2qut2 rn = (z)
" 2 ( P + 2 q: +2 z) = 2 . (5)

" "
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( 3 ) Prtt iqu +y
- ( iti ) γnti

= Bquti . gra- (ti ) (spa + Bqu)
= - sPr+ ' ; iqu + ; rn
= - 「 s

{ Prtiqn - citiira }
: . Patiqu - ( iti )γ n =( -)~ I

,"

(4) (3 ) より . (Pa -ra) +(qu -rn ) i = . (巡 (一皆)
"

従て,pa =γ n ≤Re{( 一皆)Q 0 であり 、

(一 、皆
) "

" =(os
45
π tisin5 )

"2

= cos( h -2) . 45π tisin (n -2) .
5
π なので

R.e 階)
"

^ } = 0 ⇒Cos5 π= 0

5(h -2)
+ 1 L⇒ ET

4

⇒ ⑤ nG
≤ にが4の倍数

:
. Pn = rn ≤ にが 4 の倍数
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( 7 ) fEx) = 兆
{ 2 x-32 x - loy (2x- 3)} =

2x- ( 2)x-3)bg(2x-3)
x
2(2 x-3 )

. g(x) = 2x - (2x -3 )lg (2x
- 3)

11

( 2) gix ) = 2= 2 βg(2x
-3) ー (2x_3).2x

-
=- 2bg(2x-3)≡ O (ixミ2)

であるので g(x ) は単調減少であり 、

g(2) = 4 , 0 . sg (xy ={
(
2x.3)(- bycx- 3))+ 3] = - ∞であるので、

g(α) = 0 を満たす実数α (≡ュ)がただ 1 つ存在する

(3) x =2においてx
[
2x_3 ]>0 であることに 注意すれば1

fEx ) の符号 は gcx) の符号 に 一致する
、

これより
, Y = fex ) の 増減 と概形 は以下のようになる

。

2 x-3
ただし、喂」eys

引=0

であることを用いた

は = fix )

fex) O r ↓ 。> x
0 え



(4) (2m - 3)
"
= (2n - 3)

m
の 両辺 の 対数を取り

,
mn (, o) で割ることで

(log (2M-3)
二

loy(2n-3)
と (*)は 同値であることが分かる

。m n

つまり
、 fim ) = fen) となる整数ln ) の組 (2≡man) を考えればよく ,

まず ,fa 1=0,f (
3)

=

は3, f (4
)

=,fis
)=

b

f( 6 ) = %= であるf( 3)= f (6 )であり、 これを先のグラフに
加えると左 のようになる

Q^

Y = fix ) まず fim = fen ) となるとき 、

o 0感営 m <α cn となる必要 がある
。

> Dx
(m .
n) = ( 3, 6 ) がこれを満たすので

ろ<α< 6であるこれよりME 5に限られる

( il m = 2のとき fin )= 0 となるの (×2) はない

(il ) m = 3 のときグラフより n = 6 が唯一 の解、

(^i ) m =4 のとき 以上 より f(4) とf( 5)は 4または 5でない任意の

2以上の整数nに 対して fen」 より 大きい
ゆえにこのときf(4) = fen) の解 としてありえるのは
k=5のみであるが ,より解 なし、

(iv) m = 5のとき (iii) と 同様にして解なし

: ∵ 以上 ( ; ) ^ (iv ) より ( min = [3 ,
6 )
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第 6問
xyz 空間内の xy 平面上にある円 C : x2 + y

2 = 1および円板 D : x2 + y
2 5 1を考える。D を底面とし点

P(0, 0, 1)を頂点とする円錐をK とする。A(0,�1, 0), B(0, 1, 0)とする。xyz 空間内の平面H : z = xを考え
る。すなわち，H は xz 平面上の直線 z = xと線分 ABをともに含む平面である。K の側面とH の交わりと
してできる曲線を E とする。�⇡

2
5 ✓ 5 ⇡

2
を満たす実数 ✓に対し，円 C 上の点 Q(cos ✓, sin ✓, 0)をとり，線

分 PQと E の共有点を Rとする。
(1) 線分 PRの長さを r(✓)とおく。r(✓)を ✓ を用いて表せ。
解答. Rは線分 PQ上にあるため, 0 5 t 5 1を用いて R(t cos ✓, t sin ✓, 1� t)と表すことができる. R
が平面 z = x上にあることから, t cos ✓ = 1� tであるため, t = 1

1+cos ✓ である. これより,

r(✓) = PR = tPQ =
p
2t =

p
2

1 + cos ✓

となる.

(2) 円錐 K の側面のうち，曲線 E の点 Aから点 Rまでを結ぶ部分, 線分 PA, および線分 PRにより囲ま
れた部分の面積を S(✓)とおく。✓ と実数 hが条件 0 5 ✓ < ✓ + h 5 ⇡

2
を満たすとき，次の不等式が成

り立つことを示せ。
h{r(✓)}2

2
p
2

5 S(✓ + h)� S(✓) 5 h{r(✓ + h)}2

2
p
2

解答. 円錐の展開図上で考える. Q, Rをそれぞれ Q(✓), R(✓)と書くことにすると, S(✓+ h)� S(✓)は
円錐のうち線分 PR(✓), 線分 PR(✓ + h), 曲線 E に囲まれた部分の面積に対応する. 0 5 ✓ 5 ⇡

2 において r(✓)が単調増加であることから, この領域の面積は半径 r(✓)の扇形と半径 r(✓ + h)の扇型の面積に
より上下から評価することができる. 弧 Q(✓)Q(✓ + h)の長さが hで, 円錐の母線の長さが p

2である
ことから, この扇形の頂角は ✓p

2
である. これより,

h{r(✓)}2

2
p
2

5 S(✓ + h)� S(✓) 5 h{r(✓ + h)}2

2
p
2

を得る.
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(3) 円錐K の側面のうち，円 C の x = 0の部分と曲線 E により囲まれた部分の面積を T とおく。T を求
めよ。必要であれば tan

✓

2
= uとおく置換積分を用いてもよい。

解答. xz 平面に関する対称性から, T は円錐の側面積の半分から 2S(⇡2 )を引いたものである.
(2)から

{r(✓)}2

2
p
2

5 S(✓ + h)� S(✓)

h
5 {r(✓ + h)}2

2
p
2

であり, h ! 0の極限をとることで S
0(✓) = r(✓)2

2
p
2
を得る.

これより,

S

⇣
⇡

2

⌘
=

Z ⇡
2

0

r(✓)2

2
p
2
d✓

=
1p
2

Z ⇡
2

0

1

(1 + cos ✓)2
d✓

である. ここで, u = tan ✓
2 とすると cos ✓ = 1�u2

1+u2 , d✓ = 2
1+u2 duであるため,

S

⇣
⇡

2

⌘
=

1p
2

Z 1

0

1
⇣
1 + 1�u2

1+u2

⌘2

2

1 + u2
du

=
1

2
p
2

Z 1

0
(1 + u

2)du

=
1

2
p
2

4

3
=

p
2

3

であるため, T =
⇡p
2
� 2S

⇣
⇡

2

⌘
=

⇡p
2
� 2

p
2

3
である.
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