


2024年　名古屋大学　理系　第一問
関数 f(x) =

√
x+

2√
x

(x > 0)に対して、y = f(x)のグラフをCとする。
(1) f(x)の極値を求めよ。
(2) x軸上の点P(t, 0)からCにちょうど 2本の接線を引くことができるとする。そのような実数 tの値の範囲を求めよ。
(3) (2)において、Cの 2つの接点の x座標を α, β (α < β)とする。α, βがともに整数であるような組 (α, β)をすべて求めよ。
(1) 任意の x > 0に対し

f ′(x) =
1√
x

(
1

2
− 1

x

)

である。よって、f の正の実数全体における増減表は以下のようになる。
x (0) · · · 2 · · · (∞)

f ′(x) − 0 + 0

f(x) (∞) ↘ 2
√
2 ↗ (∞)

したがって、f は極小値 2
√
2をもつ。

(2) 点 (s, f(s)) (s > 0)における曲線Cの接線の方程式は
y = f ′(s)(x− s) + f(s),

つまり
y =

1√
s

(
1

2
− 1

s

)
(x− s) +

√
s+

2√
s

である。これが (t, 0)を通る必要十分条件は
0 =

1√
s

(
1

2
− 1

s

)
(t− s) +

√
s+

2√
s

である。つまり
s2 + (t+ 6)s− 2t = 0

である。
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ここで、実数全体を定義域とする関数 gを
g(x) = x2 + (t+ 6)x− 2t (x ∈ R)

と定める。
y = g(x)のグラフは

g(x) =

(
x+

t+ 6

2

)2

− t2 + 20t+ 36

4
(x ∈ R)

なので、軸が直線 x = −t+ 6

2
で頂点が

(
−t+ 6

2
,−t2 + 20t+ 36

4

)
の下に凸の放

物線である。求める tの条件は
g(x) = 0となる正の実数 xが 2つ存在する

ことである。これは
−t+ 6

2
> 0かつ g

(
−t+ 6

2

)
< 0かつ g(0) > 0

が成り立つことと同値である。つまり
t < −18

である。
(3) (2)におけるCの接点の x座標 α, β (α < β)は

g(α) = g(β) = 0

を満たすことが必要十分である。これは解と係数の関係を用いると
α + β = −(t+ 6)かつαβ = −2t.

と同値である。つまり
αβ = −2tかつ (α− 2)(β − 2) = 16

である。
(α− 2)(β − 2) = 16を満たす整数 α, β (α < β)は

(α, β) = (3, 18), (4, 10), (−14, 1), (−6, 0)

である。この中で α + β = −(t+ 6)を満たすものは
(α, β) = (3, 18), (4, 10).

．
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ImN

( 7 ) P(Z )= ( Z - 1 )(
Z
= - 2Z +c ) より

… @⑱

いP ( Z ) = 0 の 解 は Z= 7
.
7 ± ic- 7

i11 で

…

! >Re@

i

これを 図示すると 右のようになる
。

-Af …

(2) α= cosπtisin7πであるゆえに α 4=- 1

Q (*) = - α 4 + 3 α 4 + (c+2)- c = 0 である、

これより Q (Z ) = (Z- *)( - α7Z+2 αz +αc)

= 一 * (Z - *) (Z42α1 α )% より
、

I ± Vc-
1

± 1 F √c -
どrQ: =解交。芝:c- . 1) .(ど ) より

(
c -で
Ʃ

2

らZ+α3 = ± 」 c -1 α であり 、

z = 1
階

±√
1
. i

へ

: 実部が最大 のものは 1皆" + 「 一" し
リ

(3) P( Z) = 0 の 解 の実部が 7であることから
、
共通解を持っとき

Q (Z ) = 0 の解に実部が T となるものが存在 して
、 それは

(2)で求めたものに限られるこれより c = 4-2Ʃ で
このとき β= 1 + (Ʃ- 1 ) i である (実際 に 共通解となっている)

: . C =4-2 Σ , β= 1 +(Ʃ - 1 ) ill



( 7 ) AB
=
( 1 . 1 . - 1 ) .

A=( 1 - 1 、-2) であるから 、

ABAB = 3
,
ATAE= 6 , ABTAT = 211

(2) Q は H 上 にあるので ,A = KAB+ lAE とおけ (kl :実数)
→

OR =OATAR =O+ KAB + CAC である
.

いま AB= 0 かつOR.A = 0 である
OAT . AB

=

1 , OA .AT = - 4であるから ,

{ のQ . AB = 0
《 {!

+ 3k +2l

4+2k + 6
( ミ 治 ( k

=
- 1

→

OQ .A = O C = 1

. AR= - ATAT11 また
、
これより Q(

3

,
-
1 . 2)である

。

(3) QP= A- AT
=

( S+)AIE-DAC であり
線分PQ 上 の 点R は 0以上 7以下の実数 u を 用 いて、

AR
=

AQ+ UQ=(µ (s +I )-T } AB+ { uct-1)+ 1 }A と表せ
、

これが γ Aと 一致するとき、 ABA は一次独立なので、



(3) u (s+ 1 ) - 1 = 0 - ①{ u (t - 1 ) + 1 =γ≡ー② を満たす U ( O≡ u ≡ 1 ) が
S

、t によらず存在することを示せばよく 、

SzO より O ∠
S# ≡ I なので , U = stl とすると 、

① は満たされて 、
このとき ② より

n = u (t
- 1 ) + 1 ≡ 7 (- 7 ) + 7 = 0となる

このような Rは存在する

(4) k上 の点 は (stt+3 ,
s-t+ 1 -82tt 3) と表せ 、

これと O の距離は

√ ( stt+ 3)+( S-t+1P+ (- s-2t+3
P

～である
= : fis .t)とおく

、

f(sit ) の SEO ,
t ≡ 0における最化小を考える

。

補足:

fesit) = 35± 4st +25 + 6t- 8t+ 19 ↴ (3 )を利用すると
≡ 6 t= 8t + 19 ( s ≡ 0 ,t= 0) s = 0である
= 6 (t - ③ )

P

+ 549 ことが楽 に

示せる
≡ 49で , s = 0 , t = まで全ての等号は 成立する

、

∴ . S =
0 . t =

5 のときの Pが Sであり
、

OS= OA
+

IE= ( $, 5
,
55 )

: . S($
.
5

,
55 )
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第 4問
袋の中にいくつかの赤玉と白玉が入っている。すべての玉に対する赤玉の割合を p (0 5 p 5 1)とする。袋

から無作為に玉を一つ取り出して袋に戻す操作を行う。試行を n回行うとき，赤玉を k 回以上取り出す確率
を f(k)とおく。

(1) n = 2に対して，f(1)と f(2)を求めよ。
解答. 試行を n回行ったとき, 赤玉をちょうど 0回取り出す確率, ちょうど 1回取り出す確率はそれぞ
れ (1� p)n, np(1� p)n�1 である. これより, f(1) = 1� (1� p)n, f(2) = 1� (1� p)n �np(1� p)n�1

である.

(2) k = 1, 2, · · · · · · , nに対して，等式
f(k) =

n!

(k � 1)!(n� k)!

Z p

0
xk�1(1� x)n�k dx

を示せ。
解答. I(k) =

n!

(k � 1)!(n� k)!

Z p

0
xk�1(1� x)n�k dxとおく.

このとき, I(1) = f(1)であることと, 任意の 1 5 k 5 n�1に対して I(k+1)�I(k) = f(k+1)�f(k)

であることとを示せば十分である.
前者は

I(1) =
n!

0!(n� 1)!

Z p

0
(1� x)n�1 dx = n


� 1

n
(1� x)n

�p

0

= 1� (1� p)n

から成り立つ.
後者について, 左辺は
I(k + 1)� I(k) =

n!

k!(n� k � 1)!

Z p

0
xk(1� x)n�k�1 dx� n!

(k � 1)!(n� k)!

Z p

0
xk�1(1� x)n�k dx

=
n!

k!(n� k)!

✓
(n� k)

Z p

0
xk(1� x)n�k�1 dx� k

Z p

0
xk�1(1� x)n�k dx

◆

=
n!

k!(n� k)!

Z p

0

�
(n� k)xk(1� x)n�k�1 � kxk�1(1� x)n�k

�
dx

=
n!

k!(n� k)!

⇥
�xk(1� x)n�k

⇤p
0

= � n!

k!(n� k)!
pk(1� p)n�k

である. 右辺は, f(k)� f(k + 1)は赤玉をちょうど k 回取り出す確率であることから
f(k + 1)� f(k) = � n!

k!(n� k)!
pk(1� p)n�k

となる.
これより, I(1) = f(1)および I(k + 1)� I(k) = f(k + 1)� f(k)が示されたので任意の 1 5 k 5 nに
対して f(k) = I(k)である.
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(3) 自然数 k に対して，定積分
I =

Z 1
2

0
xk(1� x)k dx

を求めよ。
解答. n = 2k + 1, p = 1

2 の場合を考える. このとき, 対称性より f(k + 1) = 1
2 である.

また, (2)より
f(k + 1) =

(2k + 1)!

k!k!

Z 1
2

0
xk(1� x)k dx =

(2k + 1)!

k!k!
I

である.
これより, I =

(k!)2

2(2k + 1)!
である.
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