


( 1 ) 4 =超an (1)
"

( tntRAn = 0または 7 ) と 表すことにすると 、

9
n=-00

94< z より ,
m ≡ 1 において Am = 0 である 一 ①

294
=
品 an.( )=② Anto ( 1"であるから、n = - ∞

( ant6 -an) (I)
"

= 24 - 4 =28 = 1.( 5% ( に”
n=-円

これより nキー2 - 3 .

- 4 において Ant6 = An か? Aa= As =Aa= 1

これと ① より An の 項各は 定まり 、
特
に94
= 0 .0111000↳)

1,
である

、

(2 ) まず 1 辺 の長さは √atbtc (a. b
. C は非負整数) の形で

表されるものに限るそして 小さい順 に1. 眄 .3
… である

。

正六角形 の頂点を順にA.
B
.

C
.

D
. EF とする

1 辺 の長さが 1 となるものがあると仮定する
A ( 0 , 0 . 0) B

( 1 . 0
,

0 )としても一般性を失わず、 BC = 7 とするには

C の 美補↓
は

( 7 ± 7 . 0 . 0 )
.( 1. ± 7 , 0) , ( 7 . 0 , ± 1 ) があるが 、

どれにしても

∠ ABC = 60 とならないため矛盾 … 7辺の長さてのものはない



次に
、 A ( 1 , 0 , 0) , B (2, 0 , 1 ) ,C(2 , 1 .

2)
.
① ( 1 .

2
.
2)

.

E(0 . 2, 1) ,

F ( 0 , 1
,0 )と 取 ると 、これらは同一平面(xt は -Z = 7) 上にあり

AB = BC = CD=DE = EF= FA =ほかつ
∠ BAF =LCBA =∠ DCB =∠ EDC = CFED =LAFEで

ある (内積計算から従う) ので 、 六角形ABCDEFは

1 辺のさ長 がƩ の 正六角形 となる。 …最小値I
11

(3) まず、
多角形 の辺 の数をんとする (nE 3)

次に、条件を整理すると x軸 とは =景 x のなす 角 は 300 で
あるから

。 考 える 多角形 は 対称軸を最低2つ持ち 、
そのうち

なす 角が30 のものが少なくとも 1つあることが分かる

これより 、 正六角形 は明 らかに条件を満たすので
、
n≤5の場合に

ついて条件を満たす多角形の構成が存在するをか考ればよいえ
( i ) n = 3 のとき

対称軸を 2本以上持つには正三角形である必要があるも 、

このときそれらがなす角 は 常心 60であるから存在しない
(i
"

\ n = 4のとき
対称軸を 2本以上持つには長方形またはひし形である必要があるも

、

このときそれらがなす角 は 常 に45か

90であるから存在しない
( iii) n = 5 のとき
条件を満たす五角形の構成が存在すると仮定すると 、

対称軸 は必ず 1頂点 と 7辺の 中 、点を通ることに注意すれば、

E y=③ x 左図 のようには= 0 , ③x 上の頂点A 、 B
M 点 M . N とそれらを中点 とす 辺る lm が

↑o
'

:c
y= o

存在することになる
@ P

@ ④
五角形 の辺 は 5本なので lrmが

レ
=l 交わるしかなく 、

交点をC 、
Cでない 方の

@ D 辺9 imの端点をそれぞれ D
. Eとする

B



(3) ー 以上より 、 n
= 5において構成があるとすれば ,

m
,
c

左図 のような凸五角形 ABACEに限られ 、

黽
Y @

1200

直線AL に 関する対称性から
、

=

f
ぐ ∠ AEC= 120,∠ EAL=∠ BAL=300
=l 直線BM に関する対称性から

、

B o ∠BDC= RO' LABM=∠DBM=300

以上よりこの凸五角形の 内角の和 は 480となるもこれは矛盾
このような五角形 は存在せず 、以上から ≤ 5 における

ーーーーー …

構成は存在しない 1 X 12い ～/ ィいい、 イ /ノ \

. 求める辺の数の最小値 は 611 議 /ィ 么/1 ィ ィくい ノ

/1
@
,"111
/ ^*

%1//k 1
δ別解: 対称移動で重なることを 考えれば、 / 1i:l1

"
1/1L ,/ 1 1

n ≡ 0 , 1 cmod 6 )が必要 と 分かり 、
n ≡ 6

1

特に n = 6 のとき 正六角形が条件を 満たす。…最小値 611

(4) ↑は { O ≤ Y ≤ x ≤ T を満たす領域 を 日

B O ≤ x ≤ Y≤ 7を満たす領域 を E とする

いま
.
は )は θ をくまなく動くε ころで 、( x+y . xy) が 動く範囲は 、

っ[

0
' Allll ? xcy の対称性から、 (x , y)が Dを 動くときも Eを動くときも同じで

あるので 、
(x . は ) は DUEをくまなく動くものとしてよい 以下そうすると、

U = xt .{v = xy とおく e
,
x .はは
t ≡uttv = 0の2解であり 、これがOt≡ 1 に

(重解を含む 2)
解

を持てばよいから、 f (t) =tEuttv として
、
fit) = 0 の判別式をD として

、

[DE
0

fo ) 200(
皆 0

f( l ) 20 7 - U +V ≡ 0 でこれを UV平面に 図示すると 以下のようになる。

ひ λ これより 求める面積は

3

n
"

S
.

'

tu' du - 11 .

1

9…@雌

@ 11 /,1/6///
"
"

i = ③ - 1 Dポイント.

0 1

\

U = U -
1 = 6

、 ,
実数解条件への言い換え



早稲田大学教育学部 数学 第二問
3つの複素数 z1, z2, z3に関する条件 P を次のように定める。
P :「z1, z2, z3はどれも 0ではなく、互いに異なり、かつ

{zn1 | nは整数 } = {zn2 | nは整数 } = {zn3 | nは整数 }

である。」次の問いに答えよ。
(1) 3つの複素数 z1, z2, z3が条件を満たしているとする。このとき |z1| = 1であることを示せ。また集合 {z1 | n整数 }の要素の個数は有限であることを示せ。
(2) 条件P を満たす 3つの複素数 z1, z2, z3のうち、集合 {z1 | n整数 }の要素の個数が最小となるものを考える。このとき {z1 | n整数 }を求めよ。
(1) まず、|z1| = 1を示す。i = 2, 3とする。
z1 ̸= z2かつ {zn1 | nは整数 } = {zni | nは整数 }なので

z1 = zlii かつ zi = zmi
1 · · · 1⃝

となる相異なる整数 li,miが存在する。
1⃝より

z1 = zlimi
1

である。
z1 ̸= 0なので

zlimi−1
1 = 1

である。両辺絶対値をとると
|zlimi−1

1 | = 1

つまり
|z1|limi−1 = 1

である。ここで、li,miは相異なるから limi ̸= 1なので
|z1| = 1

である。次に、集合 {z1 | nは整数 }の要素の個数は有限であることを示す。
1



|z1| = 1なので、ある実数 θが存在して
z1 = cos θ +

√
−1 sin θ · · · 2⃝

このとき、ド・モアブルの定理より
z2 = cosmiθ +

√
−1 sinmiθ

この式の両辺を li乗してド・モアブルの定理を用いると
zli2 = cos limiθ +

√
−1 sin limiθ

1⃝から
z1 = cos limiθ +

√
−1 sin limiθ · · · 3⃝

である。
2⃝, 3⃝から、ある整数 kが存在して

limiθ = θ + 2kπ

つまり、ある整数 kが存在して
θ =

2k

limi − 1
π (∵ limi ̸= 1).

よって
zlimi−1
1 = z−(limi−1)

1 = 1

であるから、これと指数法則により
{zn1 | nは整数 }

は有限集合である。

2



(2)

{zn1 | nは整数 } =

{
cos

2n

5
π +

√
−1 sin

2n

5
π | nは整数

}

である。
∵ 命題 [1], [2], [3]を示せば良い。
[1] z1, z2, z3が条件 P を満たし

{zn1 | nは整数 }

の要素の個数がmであるならば、
mは limi − 1の倍数

である。

(証明) z1, z2, z3が条件P を満たし、{zn1 | nは整数 }の要素の個数をmとする。このとき
1 ∈ {zn1 | nは整数 }

でありある整数 kが存在して
θ =

2k

limi − 1
π (∵ limi ̸= 1).

から、
mは limi − 1の倍数

である。 ([1]の証明終わり)

3



[2] z1, z2, z3が条件 P を満たすとき
{zn1 | nは整数 }

の要素の個数は 5以上である。

(証明) まず 1 ∈ {zn1 | nは整数 }であり z1, z2, z3は相異なるので
{zn1 | nは整数 }

の要素の個数は 4以上である。
{zn1 | nは整数 }

の要素の個数が 4つであるとする。このとき [1]から
zj = ±1,±i (j = 1, 2, 3)

だが、これを満たし、条件 P を満たす複素数の組 (z1, z2, z3)は存在しない。
([2]の証明終わり)
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[3]

{znj | nは整数 } =

{
cos

2n

5
π +

√
−1 sin

2n

5
π | nは整数

}
(j = 1, 2, 3)

が条件 P を満たし、これ以外で
{zn1 | nは整数 }

の要素の個数が 5であるものは存在しない。

(証明) z1, z2, z3が条件 P を満たすとする。
[1]から

θ =
2k

5
π.

を満たす整数 kが存在する。
ζ5 = cos

2

5
π + i sin

2

5
π

とおく。ド・モアブルの定理を用いると
ζ5 = (ζ25 )

3 = (ζ35 )
2 = (ζ45 )

4,

ζ25 = (ζ25 )
1 = (ζ35 )

4 = (ζ45 )
3,

ζ35 = (ζ25 )
4 = (ζ35 )

1 = (ζ45 )
2,

ζ45 = (ζ25 )
2 = (ζ35 )

3 = (ζ45 )
1,

ζ55 = (ζ25 )
5 = (ζ35 )

5 = (ζ45 )
5

と指数法則から、この 4つの複素数 ζ5, ζ25 , ζ
3
5 , ζ

4
5 から相異なる 3つを選んでそれらを複素数の組 (z1, z2, z3)とすれば、条件 P を満たし、しかも

{zn1 | nは整数 }

の要素の個数は 5個である。
([3]の証明終わり)
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( 7 ) Y ^ Y =x C の x=t における法線は ttoのとき

@
1 y = -

2t (x-t)tt = - 2tx + (t+I )
0 ハIP⑩ー- ー

①
o このときx軸 と法線のなす角を θ とする

。

① ぶ i 〉 x ( i )t > O n とき

- 2tt < O より fit) =t- cosθ で 、

cosθ=
√4t

2t
だから

、

fit) = t -
2t
t+7

である
。√42

(n )t く O のとき

-

2も 70 より f(t) = ttcos θ で ,
cos θ = ー

√4t2
t,

)
だから

、

このときも fit) = t-t4t である
、

(iii)t = O のとき

法線は x = 0 より Q ( o , 1 ) で,fit 1 = 0

これは

fit) = t
-2
ti4t

でt = 0 としたものに一致する
、

: ∵以上 (i) ～ ( in )よりfitl = t -*
"

(2) t = 1 tanu ( o ≤ us) とおくと, fit ) = ② tanu - sinuである
=21- 2 c 0su) より 、 開 = 0 となる uがただ 1つあり 、

〉 O



(2 ) この Uを αとすると、fct )の増減表は以下
t o … .Itan α … f(Itanα) について、

α は cos3α= 1 を
ー

一#満たすから , cosα= 2 であり
、華…。-. sin α= 」 1 - 2-号 ( . OL α<π )

」 f(Itanx) × tanα=√ 2ー 1 となる
。

.
. flItan α) = 上tana - sin α=②√2 - 1 - V 1 -

2号

= (1一兆√21
= - 1(28 _ 1

)

∵ 求める t 20 におけるf(t) の最小値は一 き ( 25-1 )%
,

④ポイ= ト

一変数の置換 [階感災治fと置 くと良い



⑧…… ……

彡 へ{
.

( 2 )

然…州ュ

しい 対称性に注目 して 簡潔に議論する R の軌跡は x軸 は軸 について対称ごから､ 上図の斜線部

について調べて 4倍すればよい 求める面積 を S c 求 くと
､

P( cos θ.sin θ

)
.QLcos 3θ . sin3θ ) ( O≡θ ミ 2 π ]

R の 3《 座標 座標はそれぞれPaコ E座標 Q の Y座標に 45 = 1
,

:

tbue t
: "

'

yds

等 しいので｣
R( cosθ . sim3③ ) ( O ≤θ≤π )であるる θ= 0

R (《 O) . Y (θ' } とおくと
= )

0 :*

in
｣ o( -izolida t

)e:

snso - snodo

兀
}[ (θ ) = COS θ

こ “snsosinodo+nsomodo(O7 = 3 smθ - 4 sim強 兀
wnnnw

でそめるここで､

フx (2π - θ ) = cos (πc θ ) = cos θ = つ[[θ ) =

'数-

o
'

*'o4o -iozeMa^

"

'cos4o- cocosdo
は(Rーθ ) =3 scn( 2π- θ ) - 4 sm3[2~O )

= - 3 sM θ + 4 sm3 θ = - は (θ 1
= ュ [ S 40- sn2O｣- 上 ['4θ - ' nsO}

である 己 とより ､ Rの軌跡 は北軸対称であるまた ､

= 土 [ -一 暇 違 ] - 五 (.違 ]
)[ [《 ～ O = cos( π-θ 7 = - cosθ = - 3[ [@ ]

Y (πー θ ) = 3 sn [Ʃ - θ 7 - 4s
(
π- θ 1 = 835

= 3s ① - 4 sin θ = は ( θ )

30 号
であることより ､尺 の軌跡はは軸対称である S ニ

Z

以上より ､□≡θの 部分について R の推移 を調べればよい

)[' ( O に - sin θ

Y' ( θ ) = 3c☆ s ① - ( 2m
@'osθ = 3cos θ [ - 4 siazθ } ( 3 ) ( 2 ) と 同様 に

､
上図 の斜線部について調べて ､ それを

より ､ (っく@ ). θ ) の 推移 は 以下 のよう 2倍すればよ ､求 める体積 を √ と 求 くと
､

Q o … …

π

己

ー
π

= 1

}(
'

(θ ) … ー 0 = π { ,
(.0 '

tyidss t .
_

Yedx
1

(=
2

Y
'

E @ 1 t 十 0 ー 0

(っ《 O). YE@ ' ) ↑ ↑ ← I ←
ー

( 1
, 0 ) ③い ( 0.- ) } ^

a . .心0

enivond
" % :

unnhninud
史た

, Y ( O ) = O より 3 smO ( - sinzθ ) = 0

OE θ≡ Ify sinθ=③ : ∴θ=

このとき 水( ) = 土
= ⑪ L -cos θ

]

｡
π)
｡

LsmTQ - sn5o ) do
したがっそ ､ 対称性から ｡Rの軌跡の慨形は以下のよう

s

"

= ュ - ( - nos
7 o - ∞S50].

ー

ュ ⑦⑤………
…

θ= f

議 = -π[ n - 5 ) = ② t =..箸 = π+ i 7
o
= '3

ゝ

☆←θ= 0 ≥
0

レ ;
館
《

:
∴ √= 3536πと 兀( O - 1 ) Q=


